On the Chebyshev properties of system of eigenfunctions for
  Sturm--Liouville problem with singular coefficients by Vladimirov, A. A.
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Î ÷åáûø¼âñêèõ ñâîéñòâàõ ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ óíêöèé çàäà÷è
ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýèöèåíòàìè
À. À. Âëàäèìèðîâ
Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ØòóðìàËèóâèëëÿ
−(py′)′ + (q − λr)y = 0,
(U − 1)y∨ + i(U + 1)y∧ = 0,
ãäå óíêöèÿ p ∈ L∞[0, 1] ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíà, óíêöèÿ q ∈W
−1
2
[0, 1] âåùåñòâåííà, âåñîâàÿ
óíêöèÿ r ∈ W−1
2
[0, 1] ïîëîæèòåëüíà, à îïðåäåëÿþùàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óíèòàðíàÿ êîìïëåêñ-
íàÿ ìàòðèöà U ðàçìåðà 2 × 2 äèàãîíàëüíà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíûå äëÿ ãëàäêîãî ñëó÷àÿ
ðåçóëüòàòû î ÷åáûø¼âñêèõ ñâîéñòâàõ ñèñòåì ñîáñòâåííûõ óíêöèé îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â
îáùåé ñèòóàöèè.
 1. Ââåäåíèå
1. Ïóñòü pðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíàÿ óíêöèÿ êëàññà L∞[0, 1], q âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ
êëàññà W−12 [0, 1], ríåîòðèöàòåëüíàÿ óíêöèÿ êëàññà W
−1
2 [0, 1] ñ íîñèòåëåì [0, 1], à U äèàãî-
íàëüíàÿ óíèòàðíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 2 × 2. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäåò ïðîäîëæåíî
íà÷àòîå â ðàáîòå [ÎÑÔ℄ èññëåäîâàíèå îñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ óíêöèé ãðàíè÷íîé
çàäà÷è
−(py′)′ + (q − λr)y = 0,(1)
(U − 1)y∨ + i(U + 1)y∧ = 0,(2)
ãäå λ ∈ C ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, à âåêòîðû y∧ è y∨ îïðåäåëåíû â âèäå
y∧ =
(
y(0)
y(1)
)
, y∨ =
(
y[1](0)
−y[1](1)
)
.
Ââèäó íåãëàäêîñòè êîýèöèåíòîâ äèåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ (1), ïîñòàíîâêà çàäà÷è (1), (2) íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè. Ïðîâîäÿ åãî, ìû, êàê è â ðàáîòå
[ÎÑÔ℄, áóäåì èñõîäèòü èç àïïðîêñèìàòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ (ñì. [ØËÏ, ÑÏÄÎ℄).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç HU ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâî
{y ∈W 12 [0, 1] | y
∧ ∈ im(U − 1)},
ñíàáæ¼ííîå îáû÷íîé íîðìîé
(∀y ∈ HU ) ‖y‖
2
HU
=
1∫
0
{
|y′|2 + |y|2
}
dx.
àññìîòðèì îïåðàòîð âëîæåíèÿ I : HU → L2[0, 1] è îáîçíà÷èì ÷åðåç H
′
U
ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà
L2[0, 1] ïî íîðìå ‖y‖H′
U
⇋ ‖I∗y‖HU . Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò âîçìîæíîñòü
íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðà I∗ äî èçîìåòðèè I+ : H′
U
→ HU . ðàíè÷íóþ çàäà÷ó (1), (2)
àáîòà ïîääåðæàíà ÔÔÈ, êîä ïðîåêòà 07-01-00283, è îíäîì INTAS, êîä ïðîåêòà 05-1000008-7883.
1
2ìû áóäåì òåïåðü ïîíèìàòü êàê çàäà÷ó î ñïåêòðå ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà T : HU → H
′
U
,
èìåþùåãî âèä
(∀λ ∈ C) (∀y ∈ HU ) 〈I
+T (λ)y, y〉HU =
1∫
0
p |y′|2 dx+
1∫
0
(q − λr) · |y|2 dx+ 〈V y∧, y∧〉C2 ,
ãäå V äèàãîíàëüíàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà ðàçìåðà 2× 2 ñ ýëåìåíòàìè
(∀k ∈ {1, 2}) Vkk =


− ctg
argUkk
2
, Ukk 6= 1,
0, Ukk = 1.
2. Â ðàáîòå [ÎÑÔ℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð çàäà÷è 1 (1), 1 (2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λ1 < λ2 < . . . < λn < . . .
Áûëî ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî îòâå÷àþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñîáñòâåííûå óíêöèè
yn ∈ HU èìåþò ïî n−1 íóëåé íà èíòåðâàëå (0, 1), ïðè÷¼ì íóëè ñîñåäíèõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé ïå-
ðåìåæàþòñÿ. Ìåæäó òåì, äëÿ ñëó÷àÿ ãëàäêîñòè êîýèöèåíòîâ äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
1 (1) èìåþòñÿ è ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé îñöèëëÿöèîííûõ
ìàòðèö è ÿäåð (ñì., íàïðèìåð, [ÎÌß℄, [Ñ×Õ℄). Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ íåíó-
ëåâàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
N∑
k=n
αk yk
âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé yk ñ âåùåñòâåííûìè êîýèöèåíòàìè αk èìååò íà èíòåðâàëå
(0, 1) íå ìåíåå n− 1 ïåðåìåí çíàêà è íå áîëåå N − 1 íóëåé. Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ
â óñòàíîâëåíèè ñïðàâåäëèâîñòè óêàçàííîãî àêòà è â îáùåé ñèòóàöèè.
3. Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå äèàãîíàëüíîñòè ìàòðèöû U ïðîñòðàíñòâî HU
ìîæåò èìåòü òîëüêî îäèí èç ÷åòûð¼õ ñëåäóþùèõ âèäîâ:
◦
W 12[0, 1],
{y ∈W 12 [0, 1] | y(1) = 0},
{y ∈W 12 [0, 1] | y(0) = 0},
W 12 [0, 1].
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà ñ÷¼ò âîçìóùåíèé ïîòåíöèàëà q ñîñðåäîòî÷åííûìè â òî÷êàõ 0 è 1 äåëüòà-
óíêöèÿìè ëþáóþ çàäà÷ó ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè òèïà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå àíàëîãè÷íîé
çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ âèäîâ:
y(0) = y(1) = 0,(1)
y[1](0) = y(1) = 0,(2)
y(0) = y[1](1) = 0,(3)
y[1](0) = y[1](1) = 0.(4)
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðàññìîòðåíèå çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3) ìîæåò áûòü çàìåíîé ïå-
ðåìåííîé t 7→ τ ⇋ 1− t ñâåäåíî ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2). Ïîýòîìó â
3äàëüíåéøåì ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1),
(2) è (4).
4. Ñòðóêòóðà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ñòàòüè òàêîâà. Â ïàðàãðàå  2 íàìè óñòàíàâëèâàþòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíûå ðåçóëüòàòû î âîçìîæíîñòè èñêëþ÷åíèÿ ïîòåíöèàëà q. Â ïàðàãðàå  3 óñòàíàâëèâàåòñÿ
çíàêîðåãóëÿðíîñòü ðåçîëüâåíòû çàäà÷è 1 (1), 1 (2). Íàêîíåö, â ïàðàãðàå  4 ïðîâîäèòñÿ äîêàçà-
òåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè.
Ïðè ññûëêàõ íà ðàçäåëû ñòàòüè, íå ïðèíàäëåæàùèå ïàðàãðàó, âíóòðè êîòîðîãî äà¼òñÿ ññûë-
êà, äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàåòñÿ íîìåð ïàðàãðàà. Ïðè ññûëêàõ íà îðìóëû, íå ïðèíàäëåæàùèå
ïóíêòó, âíóòðè êîòîðîãî äà¼òñÿ ññûëêà, äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàåòñÿ íîìåð ïóíêòà.
 2. Èñêëþ÷åíèå ïîòåíöèàëà
1. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì, íàïðèìåð, [ÑÔÑ,  14℄), ÷òî èçó÷åíèå çàäà÷è  1.1 (1),  1.1 (2) ñ ãëàä-
êèìè êîýèöèåíòàìè p, q è r ìîæåò áûòü ïîñðåäñòâîì çàìåíû ïåðåìåííîé ñâåäåíî ê èçó÷åíèþ
àíàëîãè÷íîé çàäà÷è ñ ïîòåíöèàëîì q ≡ 0. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàå ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåõíèêà
áóäåò ðàñïðîñòðàíåíà íà ñëó÷àé êîýèöèåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè áîëåå îáùåãî âèäà.
Íà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåãî ïàðàãðàà ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü çàèêñèðîâàííûì ÷èñëî
ξ ∈ R, äëÿ êîòîðîãî îïåðàòîð I+T (ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà
óñòàíîâëåíî, íàïðèìåð, â ðàáîòå [ÎÑÔ,  3℄.
2. Çàìåòèì (ñì. [ØËÏ, ÑÏÄÎ℄), ÷òî ñóùåñòâóþò óíêöèÿ ω ∈ L2[0, 1] è ÷èñëî ω1 ∈ R,
óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâó
(1) (∀y ∈W 12 [0, 1])
1∫
0
(q − ξr) · y dx = −
1∫
0
ω · y′ dx+ ω1 · y(1).
Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâà àêòà:
2.1. Ñóùåñòâóåò âåêòîð-óíêöèÿ Y ∈ W 12 [0, 1] ×W
1
1 [0, 1], îáëàäàþùàÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå
[0, 1] ïîëîæèòåëüíîé ïåðâîé êîìïîíåíòîé Y1 è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì
dY
dt
=
(
ω/p 1/p
−ω2/p −ω/p
)
· Y,(2)
1∫
0
dx
Y 21
= 1.
Ïðè ýòîì â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ  1.1 (2) èìåþò îäèí èç âèäîâ  1.3 (2) èëè  1.3 (4),
ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà
(3) Y2(0) = 0.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çäåñü ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà óñòàíîâëåííûå â ðàáîòå [ÎÑÔ,  2℄ ðå-
çóëüòàòû î òî÷êàõ, ñîïðÿæ¼ííûõ òî÷êàì 0 è 1 îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T (ξ).
Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò îäèí èç âèäîâ  1.3 (2) èëè  1.3 (4), òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðàññìàòðèâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïîëóèíòåðâàë (0, 1] íå ñîäåðæèò òî÷åê,
ñîïðÿæ¼ííûõ òî÷êå 0 îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T (ξ).
Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä  1.3 (1), òî çàèêñèðóåì ðåøåíèå Z ∈W 12 [0, 1]×W
1
1 [0, 1]
îòâå÷àþùåé óðàâíåíèþ (2) íà÷àëüíîé çàäà÷è
Y1(1) = Y2(1) + 1 = 0.
4Ïîñêîëüêó ïîëóèíòåðâàë [0, 1) íå ñîäåðæèò òî÷åê, ñîïðÿæ¼ííûõ òî÷êå 1 îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
T (ξ), òî óíêöèÿ Z1 íå ìîæåò èìåòü íóëåé íà ýòîì ïîëóèíòåðâàëå. Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü,
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ C > 0 êâàäðàòè÷íàÿ îðìà
1∫
0
p |y′|2 dx+
1∫
0
(q − ξr) · |y|2 dx+
Z2(0) + C
Z1(0)
· |y(0)|2
ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé íà ïðîñòðàíñòâå
{y ∈W 12 [0, 1] | y(1) = 0}.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ C > 0 ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ îòâå÷àþùåé
óðàâíåíèþ (2) íà÷àëüíîé çàäà÷è
Y1(0)− Z1(0) = Y2(0)− Z2(0)− C = 0
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé íà èíòåðâàëå (0, 1). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåïåðü äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî ïðè C > 0 òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè [ËÄÎ,  16, Òåîðåìà 1℄ ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà Y1(1) 6= 0. 
2.2. Ïóñòü âåêòîð-óíêöèÿ Y ∈ W 12 [0, 1] ×W
1
1 [0, 1] îáëàäàåò óêàçàííûìè â óòâåðæäåíèè 2.1
ñâîéñòâàìè. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî
(4) (∀y ∈ HU )
1∫
0
p Y ′1y
′ dx+
1∫
0
(q − ξr) · (Y1y) dx = [Y2(1) + ω1 · Y1(1)] · y(1).
Ïðè ýòîì â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ  1.1 (2) èìåþò âèä  1.3 (4), âûïîëíÿåòñÿ òàêæå
íåðàâåíñòâî
(5)
Y2(1)
Y1(1)
+ ω1 > 0.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñîîòíîøåíèé (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì y ∈ HU âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà
1∫
0
pY ′1y
′ dx+
1∫
0
(q − ξr) · Y1y dx =
1∫
0
[ωY1 + Y2] y′ dx−
1∫
0
ω · [Y ′1y + Y1y
′] dx+ ω1Y1(1)y(1)
=
1∫
0
[Y2y′ + Y
′
2y] dx+ ω1Y1(1)y(1)
= [Y2(1) + ω1 · Y1(1)] · y(1)− Y2(0)y(0).
Îòñþäà è èç ïðåäïîëàãàåìûõ âûïîëíåííûìè äëÿ ñëó÷àÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé  1.3 (2) èëè  1.3 (4)
ðàâåíñòâ (3) íåìåäëåííî âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà (4). Íåðàâåíñòâî (5) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåñëîæíîå ñëåäñòâèå òîæäåñòâà (4) è àêòà ïîëîæèòåëüíîñòè îïåðàòîðà I+T (ξ). 
3. Çàèêñèðóåì âåêòîð-óíêöèþ Y ∈ W 12 [0, 1] ×W
1
1 [0, 1] ñ îïèñàííûìè â óòâåðæäåíèè 2.1 ñâîé-
ñòâàìè è ñîïîñòàâèì åé âîçðàñòàþùóþ óíêöèþ τ : [0, 1] → [0, 1] âèäà
(∀t ∈ [0, 1]) τ(t) =
t∫
0
dx
Y 21
.
5Ñ óíêöèåé τ ìû â äàëüíåéøåì áóäåì ñâÿçûâàòü îãðàíè÷åííî îáðàòèìûé îïåðàòîð çàìåíû ïå-
ðåìåííîé J : HU → HU , èìåþùèé âèä
(∀y ∈ HU ) (∀t ∈ [0, 1]) [Jy](τ(t)) = y(t),
à òàêæå ïîëó÷àåìûå ïðîäîëæåíèåì ýòîãî îïåðàòîðà ïî íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðû
J∞ : L∞[0, 1] → L∞[0, 1] è J−1 : W
−1
2 [0, 1] → W
−1
2 [0, 1]. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü îãðàíè÷åííî îáðàòèìûé îïåðàòîð S : HU → HU âèäà
(1) (∀y ∈ HU ) Sy = J(y/Y1).
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
3.1. Ïóñòü Tˆ : HU → H
′
U
 ëèíåéíûé îïåðàòîðíûé ïó÷îê, îòâå÷àþùèé äèåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ
−(pˆy′)′ − (λ− ξ)rˆy = 0,
ãäå ïîëîæåíî pˆ⇋ J∞p è rˆ ⇋ J−1(Y
4
1 r). Ïóñòü òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûé ïó÷îê T îïðåäå-
ëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè  1.3 (1) èëè  1.3 (2), ïó÷îê Tˆ îïðåäåëÿåòñÿ òåìè æå ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè, à â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûé ïó÷îê T îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè  1.3 (4),
ïó÷îê Tˆ îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
y[1](0) = y[1](1) +
[
Y2(1)
Y1(1)
+ ω1
]
· y(1) = 0.
Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî
(∀λ ∈ C) S∗I+Tˆ (λ)S = I+T (λ).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà S âûòåêàåò
ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà
(∀y ∈ HU ) (∀t ∈ [0, 1]) [Sy]
′(τ(t)) ·
1
Y 21 (t)
=
Y1(t) · y
′(t)− Y ′1(t) · y(t)
Y 21 (t)
.
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé óíêöèè y ∈ HU âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
1∫
0
pˆ
∣∣[Sy]′∣∣2 dx =
1∫
0
p |Y1y
′ − Y ′1y|
2 dx
Y 21
=
1∫
0
p |y′|2 dx−
1∫
0
pY ′1
(
|y|2
Y1
)′
dx.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîé óíêöèè y ∈ HU âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
1∫
0
rˆ ·
∣∣[Sy]∣∣2 dx =
1∫
0
(Y 41 r) ·
∣∣∣∣ yY1
∣∣∣∣
2 dx
Y 21
=
1∫
0
r · |y|2 dx.
Îáúåäèíÿÿ ýòè àêòû ñî ñëåäóþùèì èç óòâåðæäåíèÿ 2.2 òîæäåñòâîì
(∀y ∈ HU ) −
1∫
0
pY ′1
(
|y|2
Y1
)′
dx =
1∫
0
(q − ξr) · |y|2 dx−
[
Y2(1)
Y1(1)
+ ω1
]
· |y(1)|2,
6óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òîæäåñòâà
(∀λ ∈ C) (∀y ∈ HU ) 〈I
+Tˆ (λ) [Sy], [Sy]〉HU = 〈I
+T (λ)y, y〉HU ,
ðàâíîñèëüíîãî äîêàçûâàåìîìó óòâåðæäåíèþ. 
4. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, âûäåëÿåìîãî óñëîâèÿìè p ∈ BV [0, 1], q > 0 è U = 1,
óòâåðæäåíèå î âîçìîæíîñòè èñêëþ÷åíèÿ ïîòåíöèàëà áûëî ñîðìóëèðîâàíî â íåäàâíåé ðàáîòå
[ÍÎÒ℄.
 3. Çíàêîðåãóëÿðíîñòü ðåçîëüâåíòû
1. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç C[0, 1] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà
îòðåçêå [0, 1] âåùåñòâåííûõ óíêöèé. Ïðè ýòîì, êàê îáû÷íî, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óíêöèÿ
f ∈ C[0, 1] èìååò íå ìåíåå n ïåðåìåí çíàêà íà èíòåðâàëå (0, 1), åñëè íàéä¼òñÿ íàáîð {xk}
n+1
k=1 èç
n+ 1 òî÷åê
(1) 0 < x1 < x2 < . . . < xn+1 < 1,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
(∀k ∈ {1, . . . , n}) f(xk) · f(xk+1) < 0.
Àíàëîãè÷íî, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óíêöèÿ f ∈ C[0, 1] èìååò íå ìåíåå n ïñåâäîíóëåé íà
èíòåðâàëå (0, 1), åñëè íàéäóòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî ε > 0 è íàáîð {xk}
n+1
k=1 èç n + 1 òî÷åê âèäà
(1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
(∀k ∈ {1, . . . , n+ 1}) |f(xk)| > ε,
(∀k ∈ {1, . . . , n}) (∃t ∈ (xk, xk+1)) |f(t)| < ε.
Î÷åâèäíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé:
1.1. Ïóñòü níàòóðàëüíîå ÷èñëî, è ïóñòü óíêöèÿ f ∈ C[0, 1] èìååò íå ìåíåå n ïåðåìåí çíàêà
íà èíòåðâàëå (0, 1). Òîãäà óíêöèÿ f èìååò íå ìåíåå n ïñåâäîíóëåé íà èíòåðâàëå (0, 1).
1.2. Ïóñòü níàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ìíîæåñòâî óíêöèé f ∈ C[0, 1], èìåþùèõ íå ìåíåå
n ïñåâäîíóëåé íà èíòåðâàëå (0, 1), ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà C[0, 1].
2. Âåùåñòâåííûé îïåðàòîð K : HU → HU ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü óñèëåííî çíàêîðåãó-
ëÿðíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è âåùåñòâåííîé óíêöèè y ∈ HU , äëÿ êîòîðûõ
óíêöèÿ Ky ∈ HU èìååò íå ìåíåå n ïñåâäîíóëåé íà èíòåðâàëå (0, 1), óíêöèÿ y èìååò íå ìå-
íåå n ïåðåìåí çíàêà íà ýòîì èíòåðâàëå. Ââåä¼ííîå ïîíÿòèå ïðèìûêàåò ê èçâåñòíîìó ïîíÿòèþ
çíàêîðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà (ñì. [ÎÍÏÇ℄, [Ñ×Õ,  4℄).
Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 1.1 ÿâëÿåòñÿ òàêîå óòâåðæäåíèå:
2.1. Ïóñòü K1 : HU → HU è K2 : HU → HU  äâà óñèëåííî çíàêîðåãóëÿðíûõ îïåðàòîðà. Òîãäà
îïåðàòîð K1K2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ óñèëåííî çíàêîðåãóëÿðíûì.
Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
2.2. Ïóñòü îïåðàòîð K : HU → HU ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Kk}
∞
k=1
óñèëåííî çíàêîðåãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ â ñìûñëå ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè. Òîãäà îí òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ óñèëåííî çíàêîðåãóëÿðíûì.
7Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è âåùåñòâåííóþ
óíêöèþ y ∈ HU , äëÿ êîòîðûõ óíêöèÿ Ky ∈ HU èìååò íå ìåíåå n ïñåâäîíóëåé íà èíòåðâàëå
(0, 1). Èç óòâåðæäåíèÿ 1.2 è íåïðåðûâíîãî õàðàêòåðà âëîæåíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà
HU â ïðîñòðàíñòâî C[0, 1] ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ íîìåð m > 1, äëÿ êîòîðîãî óíêöèÿ Kmy òàêæå
áóäåò èìåòü íå ìåíåå n ïñåâäîíóëåé íà èíòåðâàëå (0, 1). Â òàêîì ñëó÷àå óíêöèÿ y èìååò íå ìåíåå
n ïåðåìåí çíàêà íà èíòåðâàëå (0, 1). 
3. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ïàðàãðàà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé àêò:
3.1. Ïóñòü îïðåäåëÿþùåå ïó÷îê T äèåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå  1.1 (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
q = 0, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ  1.1 (2) èìåþò îäèí èç âèäîâ  1.3 (1),  1.3 (2) èëè
(1) y[1](0) = y[1](1) + C · y(1) = 0, ãäå C > 0.
Òîãäà îïåðàòîð R : HU → HU âèäà
(2) R⇋ [T (0)]−1 ·
dT
dλ
ÿâëÿåòñÿ óñèëåííî çíàêîðåãóëÿðíûì.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óòâåðæäåíèÿ 2.2 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà
êîýèöèåíòû p è r äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ  1.1 (1) ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëü-
íûìè ãëàäêèìè óíêöèÿìè. Èìåííî òàêîé ñëó÷àé ìû è áóäåì èçó÷àòü â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêà-
çàòåëüñòâà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è âåùåñòâåííîé óíêöèè y ∈ HU , äëÿ êîòîðûõ
óíêöèÿ u⇋ Ry ∈ HU èìååò íå ìåíåå n ïñåâäîíóëåé íà èíòåðâàëå (0, 1), óíêöèÿ y èìååò íå ìå-
íåå n ïåðåìåí çíàêà íà ýòîì èíòåðâàëå. Ïîýòîìó â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà íàòóðàëüíîå
÷èñëî n è âåùåñòâåííóþ óíêöèþ y ∈ HU ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü çàèêñèðîâàííûìè.
Ïóñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä  1.3 (1). Â òàêîì ñëó÷àå èç òåîðåìû Ëàãðàíæà î êîíå÷-
íîì ïðèðàùåíèè ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî óíêöèÿ pu′ ∈ C1[0, 1] èìååò íå ìåíåå n+1 ïåðåìåí çíàêà
íà èíòåðâàëå (0, 1). Ïðèìåíÿÿ ýòó òåîðåìó åù¼ ðàç, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî óíêöèÿ y = (pu′)′/r
èìååò íå ìåíåå n ïåðåìåí çíàêà íà òîì æå èíòåðâàëå. Òåì ñàìûì, äëÿ ñëó÷àÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
 1.3 (1) äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî.
Ïóñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä  1.3 (2). Â ýòîì ñëó÷àå èç òåîðåìû Ëàãðàíæà âûâîäèòñÿ,
÷òî óíêöèÿ pu′ ∈ C1[0, 1] èìååò íå ìåíåå n ïåðåìåí çíàêà íà èíòåðâàëå (0, 1). Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì
ðàâåíñòâà [pu′](0) = 0, ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ y = (pu′)′/r òàêæå èìååò íå ìåíåå n ïåðåìåí çíàêà íà
èíòåðâàëå (0, 1). Òåì ñàìûì, äëÿ ñëó÷àÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé  1.3 (2) äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå
òàêæå ñïðàâåäëèâî.
Ïóñòü òåïåðü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä (1). Èç ïîëîæèòåëüíîñòè êîýèöèåíòà C ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ε > 0 è x ∈ (0, 1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
|u(x)| < ε,
(∃t ∈ (x, 1)) |u(t)| > ε,
íàéäóòñÿ äâå òî÷êè t± ∈ (x, 1), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì
±[pu′](t±) > 0.
Ýòîò àêò ñ î÷åâèäíîñòüþ îçíà÷àåò, ÷òî óíêöèÿ pu′ ∈ C1[0, 1] èìååò íå ìåíåå n ïåðåìåí çíàêà íà
èíòåðâàëå (0, 1). Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà [pu′](0) = 0, ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ y = (pu′)′/r òàêæå
èìååò íå ìåíåå n ïåðåìåí çíàêà íà ýòîì èíòåðâàëå. Òåì ñàìûì, ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî
óòâåðæäåíèÿ óñòàíîâëåíà ïîëíîñòüþ. 
8 4. ×åáûø¼âñêèå ñâîéñòâà ñèñòåì ñîáñòâåííûõ óíêöèé
1. Çàèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk}
∞
k=1 âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé çàäà÷è  1.1 (1),
 1.1 (2), îòâå÷àþùèõ ðàñïîëîæåííûì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
λ1 < λ2 < . . . < λn < . . .
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâà àêòà:
1.1. Ïóñòü n è N  äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1 6 n 6 N . Ïóñòü
òàêæå y ∈ HU óíêöèÿ, äîïóñêàþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
y =
N∑
k=n
αk yk,
ãäå {αk}
N
k=n íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ αn 6= 0. Òîãäà óíêöèÿ y
èìååò íà èíòåðâàëå (0, 1) íå ìåíåå n− 1 ïåðåìåí çíàêà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óòâåðæäåíèé  2.3.1,  2.2.2 è õàðàêòåðà îïðåäåë¼ííîãî ñîîòíîøåíè-
åì  2.3 (1) ïðåîáðàçîâàíèÿ S ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî q = 0, à îïðåäåëÿþùèå ïó÷îê T ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò îäèí èç âèäîâ  1.3 (1),
 1.3 (2) èëè  3.3 (1). Èìåííî òàêîé ñëó÷àé ìû è áóäåì èçó÷àòü â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëü-
ñòâà.
àññìîòðèì îïðåäåë¼ííûé ñîîòíîøåíèåì  3.3 (2) îïåðàòîð R. Ââèäó ïðîñòîòû ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ïó÷êà T , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λmn R
my}∞
m=1 ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîé óíêöèè αn yn. Ñî-
ãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [ÎÑÔ℄, òàêàÿ ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ èìååò íå ìåíåå n−1 ïñåâäîíóëåé
íà èíòåðâàëå (0, 1). Ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò òåïåðü èç óòâåðæäå-
íèé  3.1.2,  3.2.1,  3.3.1 è íåïðåðûâíîãî õàðàêòåðà âëîæåíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà
HU â ïðîñòðàíñòâî C[0, 1]. 
1.2. Ïóñòü N íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ N > 1. Ïóñòü òàêæå y ∈ HU 
óíêöèÿ, äîïóñêàþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
y =
N∑
k=1
αk yk,
ãäå {αk}
N
k=1 íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ αN 6= 0. Òîãäà óíêöèÿ y
èìååò íà èíòåðâàëå (0, 1) íå áîëåå N − 1 ðàçëè÷íûõ íóëåé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çäåñü, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1.1, äîñòàòî÷íî îãðàíè-
÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî q = 0, à îïðåäåëÿþùèå ïó÷îê T
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò îäèí èç âèäîâ  1.3 (1),  1.3 (2) èëè  3.3 (1).
àññìîòðèì íàáîð {um}
N
m=0 ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó HU óíêöèé âèäà
um =
N∑
k=1
(λmk αk) yk.
Ôóíêöèè èç ýòîãî íàáîðà ñ î÷åâèäíîñòüþ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(∀m ∈ {1, . . . , N}) um−1 = Rum,
ãäå R îïåðàòîð, îïðåäåë¼ííûé ñîîòíîøåíèåì  3.3 (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íî-
ìåðà m ∈ {1, 2, . . . , N} óíêöèÿ um−1 òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå
9∆ ⊂ (0, 1). Òîãäà äëÿ ëþáîé óíêöèè v ∈
◦
W 12[0, 1], óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ supp v ⊂ ∆, âûïîë-
íÿþòñÿ ðàâåíñòâà
1∫
0
r umv dx =
1∫
0
p u′m−1v
′ dx
= 0.
Ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè íîñèòåëÿ óíêöèè r ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óíêöèÿ um òàêæå òîæäåñòâåííî
îáðàùàåòñÿ â íóëü íà èíòåðâàëå ∆. Òåì ñàìûì, èñ÷åçíîâåíèå óíêöèè y = u0 íà íåêîòîðîì
èíòåðâàëå ∆ ⊂ (0, 1) ïîâëåêëî áû çà ñîáîé èñ÷åçíîâåíèå íà ýòîì æå èíòåðâàëå âñåõ óíêöèé èç
íàáîðà {uk}
N
k=0, à ïîòîìó è ñîáñòâåííîé óíêöèè yN . Îäíàêî ïîñëåäíåå çàâåäîìî íåâîçìîæíî
(ñì., íàïðèìåð, [ÎÑÔ,  2℄). Ñëåäîâàòåëüíî, óíêöèÿ y ìîãëà áû èìåòü N ðàçëè÷íûõ íóëåé íà
èíòåðâàëå (0, 1) ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè áû îíà èìåëà íå ìåíåå N ïñåâäîíóëåé íà ýòîì èíòåðâàëå.
Èç óòâåðæäåíèÿ  3.3.1 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî
óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî óíêöèÿ u1 íå ìîæåò èìåòü áîëåå ÷åì N − 1 ïåðåìåí
çíàêà íà èíòåðâàëå (0, 1).
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ãëàäêîñòè êîýèöèåíòîâ p≫ 0, q ≡ 0 è r ≫ 0 íèêàêàÿ âåùåñòâåííàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ N ñîáñòâåííûõ óíêöèé çàäà÷è  1.1 (1),  1.1 (2) çàâåäîìî íå ìî-
æåò èìåòü íà èíòåðâàëå (0, 1) áîëåå ÷åì N − 1 ïåðåìåí çíàêà (ñì., íàïðèìåð, [ÎÌß, ëàâà IV,
 10℄). Îäíàêî ïðîèçâîëüíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè òèïà ìîæåò áûòü â ñìûñëå ñèëüíîé
îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè íàä ïðîñòðàíñòâîì HU ïðèáëèæåíà àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè ñ ãëàäêèìè
êîýèöèåíòàìè. Ïîýòîìó ñêàçàííîå îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü äëÿ óíêöèè u1 èìåòü íà èíòåðâà-
ëå (0, 1) áîëåå ÷åì N−1 ïåðåìåí çíàêà è â îáùåì ñëó÷àå. Òåì ñàìûì, äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî. 
2. Îòìåòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ñâîéñòâî ìàêñèìàëüíîñòè íîñèòåëÿ âåñîâîé óíêöèè r íå
ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì äëÿ áîëüøèíñòâà óñòàíîâëåííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ. À èìåííî, óòâåð-
æäåíèÿ  2.3.1,  3.3.1 è 1.1 ñ î÷åâèäíîñòüþ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íîñèòåëü
âåñîâîé óíêöèè r ïðîèçâîëåí, à îïåðàòîð I+T (ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè íåêîòîðîì çíà-
÷åíèè ξ ∈ R. ×òî êàñàåòñÿ óòâåðæäåíèÿ 1.2, òî îíî â óêàçàííîì ñëó÷àå òàêæå îñòà¼òñÿ ñïðàâåä-
ëèâûì, åñëè çàìåíèòü â åãî îðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèå î íåñóùåñòâîâàíèè N ðàçëè÷íûõ íóëåé
óíêöèè y íà èíòåðâàëå (0, 1) áîëåå ñëàáûì óòâåðæäåíèåì î íåñóùåñòâîâàíèè N ðàçëè÷íûõ
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà íóëåé ýòîé óíêöèè, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê 0 è 1.
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